Referat do pfedmeétu , Diskrétni Matematika“

Orakulum |

1 Abstrakt

Tato prace se zabyva nalezenim maximalni mnoziny nezavislych
vrcholl obecného grafu G. K tomu mame k dispozici mame ,orakulum®,
kterému pfedlozime graf G a Cislo k a ono nam odpovi ,ano“ v pfipadé
Ze se v grafu nachazi mnozina nezavislych vrcholl o velikosti k a ,ne*”
v opacném pfipadé. Jde ndm o to najit algoritmus jenz bude mit
polynomialni slozitost. V zavéru je zddvodnéna spravnost algoritmu.
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2 Uvod

Zde bych pristoupil k vysvétleni nékolika pottebnych pojmu.

Nezavida mnozina vrcholi v grafu G je takova mnozing, jejiz zadné dva vrcholy nejsou
spojeny hranou. Podgraf indukovany touto mnozinou je tedy diskrétni. Maximalni nezavisla
mnozina je nezavislad mnozina, kterdje maximalni vzhledem k inkluzi, tj. nezavisla mnozina,
ke které jiz nelze ptidat z&dny vrchol, aniz by prestala byt nezavislou.

Nejpocetnéjsi nezavisla mnozina je nezavisla mnozina, ktera ma nejvetsi pocet prvki (mezi
vsemi nezavislymi mnozinami v grafu G. Kazda nejpocetnéjsi mnozina je samozigime i
maximalni nezavislou mnozinou ale naopak to neplati. Jak nejpocetnéjsich, tak i
maximalnich nezavislych mnozin muze byt v témze grafu nekolik.

Jako obecny graf chdpu prosty neorientovany graf beze smycéek. Vrcholy grafu G znacime n.
Jelikoz ke splnéni cile vyuziji i barveni grafu tak tedy pridam i pé&r pojmu z barevnosti grafu.
Obarveni vrcholu grafu je ohodnoceni vrcholt hodnotami z mnoziny B (takzvanymi
barvami), ato takové,ze zadné dva sousedni vrcholy nejsou ohodnoceny (obarveny) stejnou
barvou. Graf nazyvame r-barevnym, jestlize existuje jeho obarveni r barvami. Barevnost grafu
je negimensi pocet barev, ktery je potieba k obarveni grafu. Barevnost grafu zan¢ime c(G).

V obecném grafu G plati:
c(G) £ max{d(x)xT V(G)}+1

3 Reseni
Jak jsem jiz uvedl vyse k feseni vyuziji algoritmus pro obarvovani grafu ngimensim moznym
pocten barev, ktery je klasickym piikladem backtrackingu

3.1 Algoritmus pro zjistovani barevnosti

Vstup: Graf G jehoz vrcholy jsou o¢islovany ¢idy 1,2,...,n. Pro kazdy vrchol je dana mnozina
Px)=V(X) C{1,2,...,x-1}.

Pomocné proménné: Pravé zkoumané ¢astecné obarveni budeme uchovavat v hodnotéach B(X).
Hodnoty BARV A(x) budou obsahovat nejlepsi dosud nalezené obarveni. Proménna OMEZ
bude obsahovat ¢islo barvy, kterou jiz nechceme pouzit ve snaze ziskat obarveni méné nez
OMEZ barvami. S vyjimkou poc¢étecni faze bude proménnd OMEZ rovna poctu barev

v nejlepsim dosud nalezeném obarvenim BARVA.

Metoda: Vzhledem k pevnému ocislovani vrcholi miazeme kazdé obarveni pokladat za
posloupnost barev. Tyto posloupnosti budeme systematicky prodiuzovat a zkracovat v duchu
backtrackingu.

Pii postupu vpred, tj. pii prodluzovani ¢astecné posloupnosti barev, ddme nasledujicimu
vrcholu x jako vychozi ngjnizsi barvu ktera (momentaln¢) neni pouzita u vrcholt z mnoziny
P(x). Nizsi barvu neni mozno pouzit (pfi stavajicich barvéch predchozich vrcholt), vyssi
barvy budou zkouseny v dalsim prabéhu backtrackingu (po provedeni navratu).

Navraty v backtrackingu budeme provadét jednak pii dosazeni Uplného obarveni, jednak

v situaci, kdy néktery vrchol y dostal barvu OMEZ nebo vyssi. Pridélenim této barvy jsme
totiz dostaly ¢astecné obarveni, jehoz prodluzovéni jiz nema smysl, nebot’ nemizeme vylepsit
nejlepsi dosud zndme obarveni BARVA.

Cilem navratu je snizit barvu ve vrcholu y. Ponévadz vsak nizsi barvy v y jsou jiz vyzkouseny
je tiebazmenit (atedy zvysit) barvu v nékterém predchozim vrcholu x <y. Aby to viak m¢lo
vliv navrchol y, musi byt xI P(y), proto provedeme prvy navrat az do vrcholu x = max(P(y))
av tomto vrcholu se pokusime zvysit barvu.
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Nelze-li barvu ve vrcholu x zvysit(byla pouzita barva OMEZ), provedeme dalsi tentokrét jiz
prosty navrat do vrcholu x — 1, x — 2, atd.

Barvu vrcholu 1 nezvysujeme, nemato smysl.

Z podobného diivodu neméa smysl barvit vrchol x barvou b > x.

Na pocatku volime OMEZ = n + 1, aby hodnota OMEZ nebranila nalezeni pravého obarveni.

Algoritmus:
1. [Inicializace] x=1;B(x) =1, OMEZ =n+ 1.
2. [Postup vpied — obarveni dalsiho vrcholu.] Polozime x = x + 1. Jestlize x > n,
pokracujeme podle kroku 3. V opaéném pripadé polozime B(x) = minimum ze vsech
barev nevyskytujicich se v mnoziné P(x). Jestlize B(x) > OMEZ, polozimey = x a
pokracujeme podle kroku ¢, jinak zopakujeme krok 2.
3. [Vsechny hodnoty obarveny, pocet barev je mensi nez OMEZ.] Pro vsechny vrcholy
x grafu G provedeme BARV A(X) = B(x) adale polozime OMEZ = maximum
z hodnot BARVA. Ozna¢me'y prvi vrchol. Ktery matuto barvu omez a pokra¢ujeme
krokem 4.
4. [Névrat — pokus o zvyseni barvy ve vrcholu y.] Oznacme x posledni vrchol z mnoziny
P(y) a pokra¢ujme krokem 5.
5. [Pokratovani navratu — pokus o zvyseni barvy ve vrcholu x.] Jestlize x = 1, vypocet
kon¢i. V opacném pripadé polozime b = minimum ze vsech barve, které jsou vétsi nez
B(x) anevyskytuji se v mnozin¢ P(x). Pokud b < OMEZ azé&roven b <, polozime
B(x) = b apokra¢ujeme podle kroku 2, v opaéném pripadé polozimex =x—-1a
zopakujeme krok 5
A kdyz ziskame takto obarveny graf, tak si sefadime vrcholy jedné barvy podle poctu vrchola
sestupne, pak k prvni polozce tohoto seznamu pricteme 1 a zeptame se orékula zda existuje
nezévisld mnozina o poctu vrcholi n + 1, v pripadé ze ne udava zajisté prvni polozka
maximalni nezavislou mnozinu grafu v piipadé Ze ne prvni polozka udéva nejpocetngjsi
nezavislou mnozinu a byly bychom schopni zajisté najit i maximalni nezavislou mnozinu.

3.2 Priklad

Cinnost algoritmu predvedu na nésl edujicim grafu. Postup vypoétu je patrny z nésledujici
tabulky, kde kazdy fadek zachycuje hodnoty B po vykonani kroku 4.

: -
obarveni 4 barvami)

obarveni 3 barvami)
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Ctvereckem je zde vzdy vyznacen vrchol y v némz chceme snizit barvu. Névraty

v backtrackingu jsou vyznaceny sipkami a prvy vrchol, v némz se p ndvratu zvysilabarva je
v krouzku.

Takze ted’ bychom si seradily barvy jimiz jsou obarveny vrcholy podle po¢tu vrcholi
sestupné. Vzali bychom barvu 1 ktera obarvila 4 vrcholy, k této 4 bychom pricetli 1 a zeptali
se orakula jestli v grafu existuje nezavisla mnozina s 5 vrcholy. Ordkulum ndm odpovi ,ne* a
tudiz vime ze jsem nalezli maximalni nezavislou mnozinu grafu G jez je 4 atyto nezavislé
mnoziny jsou zde 3 a kazda z nich je v tomto pripadé maximalni.

4 Zaver

Rychlost algoritmu velice zalezi na o¢islovani vrcholi. Nejlepsi je nginizsimi ¢isly ocislovat
vrcholy s velkym stupném a ngjnizsimi ¢idly ocislovat vrcholy s co nejvétsi klikou, take je
vhodné ocislovat sousedni vrcholy pokud mozno sousednimi ¢isly. Pro feseni je vyuzito teorie
vrcholového barveni grafu. Barveni grafu patii do NP-Uplnych grafii. Rychlost algoritmu tedy
z&visi natom jak si o¢islujeme vrcholy grafu, pripadné jak jsou ocislovany.
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