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Referát do p edm tu „Diskrétní Matematika“

Orákulum I

1 Abstrakt
Tato práce se zabývá nalezením maximální mno iny nezávislých

vrchol  obecného grafu G. K tomu máme k dispozici máme „orákulum“,
kterému p edlo íme graf G a íslo k a ono nám odpoví „ano“ v p ípad
e se v grafu nachází mno ina nezávislých vrchol  o velikosti k a „ne“

v opa ném p ípad . Jde nám o to najít algoritmus jen  bude mít
polynomiální slo itost. V záv ru je zd vodn na správnost algoritmu.
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2 Úvod
Zde bych p istoupil k vysv tlení n kolika pot ebných pojm .
Nezávislá mno ina vrchol  v grafu G je taková mno ina, její ádné dva vrcholy nejsou
spojeny hranou. Podgraf indukovaný touto mno inou je tedy diskrétní. Maximální nezávislá
mno ina je nezávislá mno ina, která je maximální vzhledem k inkluzi, tj. nezávislá mno ina,
ke které ji  nelze p idat ádný vrchol, ani  by p estala být nezávislou.
Nejpo etn í nezávislá mno ina je nezávislá mno ina, která má nejv í po et prvk  (mezi

emi nezávislými mno inami v grafu G. Ka dá nejpo etn í mno ina je samoz ejm  i
maximální nezávislou mno inou ale naopak to neplatí. Jak nejpo etn ích,  tak i
maximálních nezávislých mno in m e být v tém e grafu n kolik.
Jako obecný graf chápu prostý neorientovaný graf beze smy ek. Vrcholy grafu G zna íme n.
Jeliko  ke spln ní cíle vyu iji i barvení grafu tak tedy p idám i pár pojm  z barevnosti graf .
Obarvení vrchol  grafu je ohodnocení vrchol  hodnotami z mno iny B (takzvanými
barvami), a to takové, e ádné dva sousední vrcholy nejsou ohodnoceny (obarveny) stejnou
barvou. Graf nazýváme r-barevným, jestli e existuje jeho obarvení r barvami. Barevnost grafu
je nejmen í po et barev, který je pot eba k obarvení grafu. Barevnost grafu zan íme χ(G).
V obecném grafu G platí:

( ) ( ) ( ){ } 1max +∈≤ GVxxdGχ

3 ení
Jak jsem ji  uvedl vý e k ení vyu iji algoritmus pro obarvování grafu nejmen ím mo ným
po ten barev, který je klasickým p íkladem backtrackingu

3.1 Algoritmus pro zji ování barevnosti
Vstup: Graf G jeho  vrcholy jsou o íslovány ísly 1,2,…,n. Pro ka dý vrchol je dána mno ina
P(x) = V(x) ∩ {1,2,…,x-1}.
Pomocné prom nné: Práv  zkoumané áste né obarvení budeme uchovávat v hodnotách B(x).
Hodnoty BARVA(x) budou obsahovat nejlep í dosud nalezené obarvení. Prom nná OMEZ
bude obsahovat íslo barvy, kterou ji  nechceme pou ít ve snaze získat obarvení mén  ne
OMEZ barvami. S výjimkou po áte ní fáze bude prom nná OMEZ rovna po tu barev
v nejlep ím dosud nalezeném obarvením BARVA.
Metoda: Vzhledem k pevnému o íslování vrchol  m eme ka dé obarvení pokládat za
posloupnost barev. Tyto posloupnosti budeme systematicky prodlu ovat a zkracovat v duchu
backtrackingu.

i postupu vp ed, tj. p i prodlu ování áste né posloupnosti barev, dáme následujícímu
vrcholu x jako výchozí nejni í barvu která (momentáln ) není pou ita u vrchol  z mno iny
P(x). Ni í barvu není mo no pou ít (p i stávajících barvách p edchozích vrchol ), vy í
barvy budou zkou eny v dal ím pr hu backtrackingu (po provedení návratu).
Návraty v backtrackingu budeme provád t jednak p i dosa ení úplného obarvení, jednak
v situaci, kdy n který vrchol y dostal barvu OMEZ nebo vy í. P id lením této barvy jsme
toti  dostaly áste né obarvení, jeho  prodlu ování ji  nemá smysl, nebo  nem eme vylep it
nejlep í dosud známe obarvení BARVA.
Cílem návratu je sní it barvu ve vrcholu y. Pon vad  v ak ni í barvy v y jsou ji  vyzkou eny
je t eba zm nit (a tedy zvý it) barvu v n kterém p edchozím vrcholu x < y. Aby to v ak m lo
vliv na vrchol y, musí být x∈P(y), proto provedeme prvý návrat a  do vrcholu x = max(P(y))
a v tomto vrcholu se pokusíme zvý it barvu.
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Nelze-li barvu ve vrcholu x zvý it(byla pou ita barva OMEZ), provedeme dal í tentokrát ji
prostý návrat do vrcholu x – 1, x – 2, atd.
Barvu vrcholu 1 nezvy ujeme, nemá to smysl.
Z podobného d vodu nemá smysl barvit vrchol x barvou b > x.
Na po átku volíme OMEZ = n + 1, aby hodnota OMEZ nebránila nalezení pravého obarvení.

Algoritmus:
1. [Inicializace.] x = 1; B(x) = 1; OMEZ = n + 1.
2. [Postup vp ed – obarvení dal ího vrcholu.] Polo íme x = x + 1. Jestli e x > n,

pokra ujeme podle kroku 3. V opa ném p ípad  polo íme B(x) = minimum ze v ech
barev nevyskytujících se v mno in  P(x). Jestli e B(x)  OMEZ, polo íme y = x a
pokra ujeme podle kroku , jinak zopakujeme krok 2.

3. [V echny hodnoty obarveny, po et barev je men í ne   OMEZ.] Pro v echny vrcholy
x grafu G provedeme BARVA(x) = B(x) a dále polo íme OMEZ = maximum
z hodnot BARVA. Ozna me y prví vrchol. Který má tuto barvu omez a pokra ujeme
krokem 4.

4. [Návrat – pokus o zvý ení barvy ve vrcholu y.] Ozna me x poslední vrchol z mno iny
P(y) a pokra ujme krokem 5.

5. [Pokra ování návratu – pokus o zvý ení barvy ve vrcholu x.] Jestli e x = 1, výpo et
kon í. V opa ném p ípad  polo íme b = minimum ze v ech barve, které jsou v í ne
B(x) a nevyskytují se v mno in  P(x). Pokud b < OMEZ a zárove  b  , polo íme
B(x) = b a pokra ujeme podle kroku 2, v opa ném p ípad  polo íme x = x – 1 a
zopakujeme krok 5

A kdy  získáme takto obarvený graf, tak si se adíme vrcholy jedné barvy podle po tu vrchol
sestupn , pak k první polo ce tohoto seznamu p teme 1 a zeptáme se orákula zda existuje
nezávislá mno ina o po tu vrchol  n + 1, v p ípad e ne udává zajisté první polo ka
maximální nezávislou mno inu grafu v p ípad e ne první polo ka udává nejpo etn í
nezávislou mno inu a byly bychom schopni zajisté najít i maximální nezávislou mno inu.

3.2 P íklad
innost algoritmu p edvedu na následujícím grafu. Postup výpo tu je patrný z následující

tabulky, kde ka dý ádek zachycuje hodnoty B po vykonání kroku 4.
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tvere kem je zde v dy vyzna en vrchol y v n  chceme sní it barvu. Návraty
v backtrackingu jsou vyzna eny ipkami a prvý vrchol, v n  se p návratu zvý ila barva je
v krou ku.
Tak e te  bychom si se adily barvy jimi  jsou obarveny vrcholy podle po tu vrchol
sestupn . Vzali bychom barvu 1 která obarvila 4 vrcholy, k této 4 bychom p etli 1 a zeptali
se orákula jestli v grafu existuje nezávislá mno ina s 5 vrcholy. Orákulum nám odpoví „ne“ a
tudí  víme e jsem nalezli maximální nezávislou mno inu grafu G je  je 4 a tyto nezávislé
mno iny jsou zde 3 a ka dá z nich je v tomto p ípad  maximální.

4 Záv r
Rychlost algoritmu velice zále í na o íslovaní vrchol . Nejlep í je nejni ími ísly o íslovat
vrcholy s velkým stupn m a nejni ími ísly o íslovat vrcholy s co nejv í klikou, také je
vhodné o íslovat sousední vrcholy pokud mo no sousedními ísly. Pro ení je vyu ito teorie
vrcholového barvení grafu. Barvení grafu pat í do NP-úplných graf . Rychlost algoritmu tedy
závisí na tom jak si o íslujeme vrcholy grafu, p ípadn  jak jsou o íslovány.


